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Le probltme de l’existence dune metrique d’Einstein-Kahler sur une varitte 
kahltrienne V a deja Stir tres ttudie et T. Aubin l’a resolu dans le cas de la premiere 
classe de Chern negative. Dans le cas de la premiere classe de Chern positive 
Th. Aubin a introduit un invariant holomorphe r(V) dont la valeur permet de 
decider de l’existence dune telle metrique sur V. G. Tian a introduit lui aussi un 
tel invariant a(V). 11 considdre de plus un autre invariant ao( V) qui depend 
des symttries de la varitte. Jusqu’a present on n’avait pu le calculer que pour 
des varietts de dimension complexe deux et pour deux cas particuliers parmi les 
hypersurfaces de Fermat. Dans cet article, on calcule a pour la variete obtenue en 
Cclatant un point de P,(C). On complete aussi le calcul de a(P,(@)) et surtout on 
calcule a,@,(@)). Ce resultat permet alors d’obtenir l’invariant a associe a P’,(C) 
eclatte en (m + 1) points. La consequence de ce calcul sera le fait que P,(C) eclatee 
en (m + 1) points admet une metrique d’Einstein-Kahler. 0 1992 Academic Press, Inc. 
I. INTRODUCTION AU PROB&~ 
En theorie de la Relativitt Gentrale, les equations du champ de gravita- 
tion en dehors de la mat&e s’ecrivent: 
R, = lggii (1) 
oti (gU) et (R,) dtsignent les matrices des tenseurs metrique et de Ricci 
dans un systeme de coordonnees, oti 2 est une constante. On pourra avoir 
des prtcisions sur les parties historique et physique de ce probleme en 
lisant [9, lo]. 
Si en premiere approximation on se place dans le cas oit notre univers 
a une masse totale negligeable, et si de surcroit on suppose que notre 
univers est tini, on est ramene a etudier l’existence dune metrique 
d’Einstein sur des varittes compactes. 
Dans [l], Th. Aubin a ete le premier a ttudier ce probleme dans le cas 
kahlerien. 
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D’apres (1 ), la mttrique ( gq) etant dtfinie positive, la variete V ne peut 
admettre une mttrique d’Einstein que si la premiere classe de Chern C,( V) 
est negative, positive ou nulle. 
Placons-nous dans le cas ou C,( V) est negative ou positive. Soit A E [w*, 
on choisit le signe de I de telle man&e qu’il existe w, une mttrique de 
Ktihler sur V veritiant: 3,~ E C, ( V). On note d l’ensemble des fonctions 
(dites alors C” admissibles) cp E C”(V) telles que la matrice g’ dtiinie dans 
un systeme de coordonntes par: 
d., = g,, + a,, CP 
soit detinie positive. On pose alors: M(q) = det(g’o g-l). Le tenseur de 
Ricci de g’ s’tcrit: 
R;, = -a,,[Log(det g’)] 
= -azfi[Log M(q)] + RAP. 
Comme de plus ;Iw E C,(V), il existe f~ C “( V) telle que: R,, = AggE.p + a,,f 
et g’ sera une metrique d’Einstein-Kahler dbs que: 
LogM(cp)= -@+f+k 
od k E R. Le passage de rp a @ = cp + kl- ’ permet alors de passer de l’equa- 
tion prectdente a: 
LogM(cp)= -ncp+f: (2) 
Si l’on sait rtsoudre (2) pour A= 0, on aura alors prouve la conjecture 
de Calabi. En effet, cette conjecture dit que si (i/2n) C,, dz” A dz” E C,(V), 
alors il existe une mttrique kihlerienne g’ telle que: 
R;.I, = C,, . 
Cependant, comme RJ, = -a,,[Log(M(cp))] + Rip, et comme il existe 
f E Cm(V) telle que CA, = R,, - a,& la relation R;, = C,, est obte.nue d&s 
que: 
Log Wcp) =f+k 
ou k E Iw. Dans cette equation cependant, k nest pas arbitraire. En effet, 
j M(rp)dY=j dV’=V et 
V V 
k=LogV-Log [efdV . 1 1 
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II. RBSULTATS D&J.A CONNUS 
Le but de nos recherches dans ce domaine est de resoudre l’equation (2) 
et de prouver Cventuellement une unicite. Le cas A< 0 est prouvt dans 
Aubin [2]. Le cas A = 0 est rtsolu dans Yau [ 163 mais dans Aubin [4] on 
pourra trouver une demonstration simple de ce resultat. 
T. Aubin a aussi Ctudie, dans [S], le cas ,? > 0 qui nous interesse. Et dans 
ce cas, l’equation R,, = lgzg,, est ramenee a l’equation R,, = g,, en con- 
siderant les multiples de g par un scalaire. On cherche done a resoudre: 
Log Mcp) = -cp +f (2) 
od la mttrique de depart o appartient a C,(V) et oh fe C “( V). Nous 
reprenons ici sa demonstration pour la changer legerement. 
Supposons done que o E C,( I’), supposons de plus que G soit un sous- 
groupe de Aut( V) et que w soit G-invariante. f dans (2) verilie: R,, = g,, + 
aiPf, soit en contractant: R = m - Af: Ainsi Af est G-invariante. Si g E G, si 
XE V, on a: A(fo g)(x) = A,(fo g) = A,(,,f= (Afo g)(x) = Af(x). Ainsifo g 
et f ont le m$me laplacien sur V et f = fo g + C, od C E R. En comparant 
sup y f et sup y f 0 g on obtient C = 0, et f est bien G-invariante. 
On note 0 l’ensemble des fonctions G-invariantes admissibles de C 5 + cL, 
O<a<l. 
Soit B > 0 donne, on considere 
8xlR3(fp, t)L LogM(cp)+BIcpdV+tcp-fEC3C”. 
En (cpO, 0) la differentielle de F vaut: 
od CkG+’ designe les fonctions de Ck+a qui sont G-invariantes et ou 46, 
designe le laplacien dans la metrique g;, = g,,, + alpcpo. Cette differentielle 
admet un inverse dans 9(CF”, C 2 ‘). Le theoreme des fonctions 
implicites dit qu’il existe E > 0 tel que pour tout t E [0, E], 
LogM(cp)++pdV+tcp-f=O 
admet une solution @,E 8, car pour t = 0, la preuve de la conjecture de 
Calabi nous dit que cette equation admet une solution et une seule. On 
montre que cette dernihe est G-invariante de la man&e suivante: on 
reprend, dans Aubin [4], la demonstration (par la mtthode de continuite) 
de la conjecture de Calabi et on adapte celle-ci aux seules fonctions 
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G-invariantes. Les modifications necessaires sont exactement celles qui sont 
presentees dans cet article pour adapter, aux memes fonctions, la resolution 
de l’equation (2). De plus @, E CX( V). Si l’on pose (Pi = @, + (/I/E) J @J, 0, 
(Pi est solution de: Log M(cp) = -tq +f en t = E. Si E < 1, on pose: 
6 x IO,1 c 3 (cp, t) r LogM(cp)+tcp-f++“. 
r est C’ et sa differentielle par rapport a cp vaut: 
Reste a prouver que D,T est inversible en t = E. 
Si cpI E C “( I’) est solution de Log M(q) = --tq +f, on peut verifier que 
le tenseur R;, associe a g;, = g,, + aj.,qt satisfait a: 
R;, = R,, -a,, Log M(cp,) 
= g,, + a;., f+ ta;.,q,- anpf 
=(1-t) gj,,+fg;,. (2’) 
Ainsi Ri, - fg>, est delini positif. D’apres Th. Aubin [3, p. 811, la premiere 
valeur propre 1; non nulle de 46 vtrifie A; > t, puisque t < 1. D,T est done 
inversible de C5+’ dans C3+‘, et pour tout h E C3+*, il existe une unique 
fonction II/ E C 5 + ’ telle que -A$t+b+t+=h. Si de plus ~ECF’, alors 
- A;($0 g) + t($ 0 g) = h 0 g = h, pour tout g E G. Et done $0 g est encore 
solution de - 46 II/ + t$ = h. Cette solution etant unique, $ = + 0 g et IJ est 
G-invariante. D,T est done inversible de CF OL dans CF ‘. D’apres le 
theoreme des fonctions implicites, Log M(q) = -29 + f admet une solution 
G-invariante pour t E [E, z[, E < T d 1. On choisit r le plus grand possible. 
Supposons avoir montre que les solutions qt E Cp( V) de Log M(cp) = 
-tq + f SOnt uniformtment borntes pour t E [E, T[ : 11~~ I/ @ d cte. D’apriS 
la proposition 7.21 de [4, p. Ml], O<m - Aq, <cte et les gi sont tqui- 
valentes. D’aprbs la proposition 7.23 de [4, p. 1541, pour chaque a E 10, 1 [, 
les fonctions q,, t E [E, r[ sont uniformement borntes dans C*+‘. I1 existe 
cp,~Cj et t,-+z tels que cpt,-+cpr dans C2. q, vtrifie done Log M(q) = 
-rep +f: Si r < 1, on reprend tout le raisonnement pour contredire la 
maximalite de r. Done r = 1 et la preuve de l’existence d’une metrique 
d’Einstein-Kahler sur P’ ne depend plus que de la majoration de /IV, II co, 
t E [E, T[. 
Th. Aubin ensuite introduit, pour cp E -c4, deux fonctionnelles 
11 obtient ensuite les majorations: 
J(cp)<z(cp)G(m+ l)J(cp). (E,) 
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On peut aussi obtenir: 
D’oh: Iv cp, dV 2 k, ou les ki, i E N, sont des constantes indtpendantes 
de TV [s,t[. On pose: x(t)=Jcp,dV, y(t)=J(cp,)/m et z(t)=Z(cp,)/m. En 
differentiant par rapport a t l’egalite 1 y e-‘Vfff dV= V, on obtient: 
z(t)-x(t)+t(y’(t)-x’(t))=0 (EJ 
car 
On fait alors l’hypothbse suivante. Pour toute fonction cp d’integrale nulle, 
G-invariante, verifiant R;, 2 .zgip, 
I eev dV< C expCMcp)l, (3) V 
ou C et < sont deux constantes telles que m(m + 1) Vt < 1. 
D’apres (2’), les fonctions cp, verifient R;P 2 sgXp, elles verifient done (3). 
11 en rtsulte: 
V= e-t~l+fdV/QeSUPf-rxV~’ eptp,+,xVm~ dV 
I s 
vet.rv-‘- sup f ( 
4 
,-b--xv-‘) dv 
> 
’ vl -I 
< C’[exp m&~(t)]~ V1 -I, 
Ceci nous donne: 
x<k, +mV5z. 
De m$me en utilisant (E,): 
x<k,+m(m+ 1) v5y. 
(Ed 
(E,) 
150 CHRISTOPHEREAL 
De (E2) et (E4) nous deduisons 
y’ - x’ = 1 y&+; l-- ( > mV( ’ 
Comme m Vc < l/2 et x 2 k,, y’ - x’ 6 k,. 
En integrant nous trouvons y - x < k,. En appliquant ce resultat a (Es), 
nous obtenons: ~(1 -m(m + 1) [V)d k, + k,, et comme nous avons 
impose m(m + 1) V5 < 1, y(t) 6 k,, z(t) < k,. (E4) alors nous donne k, d 
x,<k, +mVrk,. 
De plus vu que les fonctions ‘pI verilient Rip > sgLP, et d’apres Bando et 
Mabuchi [7], 
Comme nous venons juste de prouver que x(t) = j cpt dV est uniformement 
bornte en t, cette dernibre relation acheve la preuve de l’existence dune 
borne uniforme en t des expressions 11 cp, 11 c O. Ainsi la thtoreme suivant vient 
d’&tre prouve: Soit 5, =inf{< >O/C existe dans (3) qui doit Ctre verilite 
pour les fonctions cp E z&‘, G-invariantes, d’integrales nulles (on prend 
WE Cl(V)). 
THBOR~~ME A, (Th. Aubin [ 51). Soit ( VI,,,, g) une uaritW kiihlbrienne 
compacte de dimension complexe m, de volume V, ti premi&e classe de Chern 
positive. Si m(m + 1) Vg,,, < 1, il existe sur V,, une m&rique d’Einstein- 
Kiihler. 
Le thtorbme A, ram&e done la recherche dune metrique d’Einstein- 
Kahler sur VZm au calcul de t,,,, c’est-d-dire a la demonstration de (3) pour 
l assez petit. 
Dans [14], G. Tian Ctudie l’inegalite: 
I 
e -W dV< C 
V 
(3’) 
ou sp E d, sup y q = 0, a et C Ctant des constantes (9 est G-invariante). On 
note: aG( V) = sup{ c1> O/C existe dans (3’) qui doit &tre veriliee pour toute 
fonction cp E d, G-invariante, telle que: 1 y q dV = 01; c(( V) = u f,d)( V). 11 
prouve alors: 
THBOR~~ME A, (G. Tian [14]). Soit ( VZm, g) une uaritW kdhlerienne 
compacte de dimension complexe m, telle que C,( V2,,,) > 0. Soit G un sous- 
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groupe compact de Aut( V2,,,). Alors a( Vz,) >O. Si I’on suppose de plus 
I’existence dune metrique o G-invariante appartenant a C,( V2,,,), alors si 
ao( V,,) > m/(m + 1 ), ( Vz,, g) admet une metrique d’Einstein-Kahler, 
Pour prouver ce theoreme, supposons tout d’abord que ao(Vzm) > 
m/(m + 1). Soit alors a > m/(m + l), C > 0, tels que: 
Vq E ~4, j cp dV = 0, G-invariante, on a: s e -Orv dV< C. 
Alors, pour cp E &‘, f cp dV = 0, cp G-invariante verifiant R;, 3 Eg;@: 
f 
e -V dV= ,-sVe-(l--olh &/ 
s 
on utilise ici l’intgalitt de Bando-Mabuchi. 
De plus a>m/(m+l) impose ((l-a)/mV)m(m+l)V<l et le 
theoreme A, assure l’existence dune metrique d’Einstein-Kihler sur V,,. 
Reste a prouver: a( V,,) >O. On utilise pour cela un lemme dt? a 
Htirmander [13, p. 971: 
LEMME. Soit BR(0) la boule de @” de rayon R et de centre 0. Soit 1> 0. 
Pour toute fonction II/ plurisousharmonique dans BR(0), telle que $(O) > -1, 
+(z) < 0 Vz E B,JO), on a: 
s e-‘*@) dV < C, r < Re-“12. I-4 -=z r 
C ne depend que de m, 1, R. 
Pour prouver le theoreme A,, on choisit G(x, y) la fonction de Green 
associie a A telle que inf,, y G(x, y) = 0. Soit 2r le rayon d’injectivite de V. 
Si cp E A et si j cp dV = 0, alors Acp < m et: 
dx) = $1 
V 
v(y) dV(y) + f, % Y) 44~) WY) 
<m s G(x, y) d’(y)= Cl.V 
580/106/l-11 
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Soit alors x1, . . . . x,,, des points de V tels que: V= IJY’ I B+(x;). On a, pour 
tout iE { 1, . ..) N}: 
Ainsi: 
sup V(Y)> 
-c,v 
W&dXi))’ 
(Ed 
YE &j‘lW 
Soit K, le potentiel dans B,,(xi) associe a la mttrique cc) tel que: K,(x,) = 0. 
Soit G = suPi supJEB3,+,) lK(x)l, 
vx E B3r/Z(Xi)v Ki(x) + qp(x) < Cl + Cz. 
D’apres (E6): 
jYi E Br/4(Xi), 
-2cr v 
cp(yi) a Vol(B,,,(x,)j 
Ainsi Ki + cp - C, - C, verifie a la multiplication par une constante pres les 
hypotheses du lemme sur B 5r,4( y,). Done pour a > 0 assez petit et C I > 0 
assez grand: 
s 
e-~‘K,(-~)+(P(X)-C~--C2)dV(X)~C(, 
i E 4Y,) 
Comme B,,Jxi) c B,(yJ et comme V = tJy= 1 BJx,), 
s 
e pzvp(x) dV(x) < C. 
V 
Ceci acheve la demonstration du thtoreme A,. 
111. h6SENTATION DES RkJLTATS DbMONTRbS DANS LE PRliSENT ARTICLE 
Donnons ici une liste exhaustive des resultats que nous allons prouver 
dans cet article. 
Dans [8], E. Calabi introduit pour m E N, une suite de varietb M,, qui 
admettent une premiere classe de Chern positive pour 1 < k d m - 1. 
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De plus MI est, pour tout m E N, exactement P,,,(C) iclatee en un point. 
Remarquons entin que pour WI = 2, settle MI est a premiere classe de Chern 
positive. Nous allons prouver: 
THBOR~ME 1. Soit ke N, 1 <k< m - 1. Alors cc,,(M,) = l/2. 
On note Gk le sous-groupe compact maximal de Mk. 
COROLLAIRE. I1 existe sur M,, pour 1 Q k<m - 1 et pour ,IE 
10, (m + 1)/2m[, une metrique o E C,(M,) qui uerifie Ricci (CD) 2 ,Io. 
On ttudiera ensuite Pm(C): 
T&OR~ME 2. a(P,(C))=l/(m+l). 
Ce theoreme avait Cte annonce par G. Tian dans [14] mais celui-ci 
n’avait prouvt que: a(P,(@)) > l/(m + 1). 
Choisissons sur P,(C) le systeme de coordonntes usuel [z,, . . . . z,]. 
Dtfinissons, pour k, j, des indices de {0, . . . . m}, pour 13 E [0, 2n], les 
automorphismes de P’,(C) suivants: 
Yj,O: pm(@) + pm(c) 
cz 0, . . . . z,, . . . . zm] H [z,, . . . . zjeiO, . . . . z,], 
bk, j: pm(c) -b pm(@) 
CZ 0, ...y Zj, ...> zk, ...> z,] H [Z,, ...) zk, ...) Zj, ...) z,]. 
On notera par la suite G le sous-groupe compact de Aut [ P,(C)] engen- 
dre par les yj,o et les ck, j lorsque k et j decrivent (0, . . . . m} et lorsque 8 
d&it [O, 27~1. 
On va prouver: 
THBOREME 3. cr&P,(@))=l. 
Et en comparant avec le thtodme 2: 
Q~,(@)) = Cm + 1) cV,(@)). (4) 
L’egalite (4) est interessante t on peut esperer obtenir du thtoreme 3 
des corollaires importants. En effet on va ensuite etudier d’autres varietes: 
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DEFINITION. Soient Xl,..., X,, k points distincts de P,(C). Ces points 
sont dits independants i tout k-uplet (ur , . . . . uk) de vecteurs de C” + I qui 
reprtsentent respectivement X, , . . . . X, dans Pm(c), est forme de k vecteurs 
independants dans @“‘+ I.
THBOR~ME 4. Soit V une oariete obtenue en Pclatant P,(C) en (m + 1) 
points independants. Alors V admet une metrique d’Einstein-Kiihler. 
On peut detailler le thtoreme 4 de la man&e suivante. 
Soit V, la variete P,(C) tclatte en les (m + 1) points represent& par les 
(m + 1) vecteurs de la base canonique de Cm+ ‘. On sait que se donner un 
diffeomorphisme de V,, revient a se donner un difftomorphisme de P,(C) 
qui laisse invariant l’ensemble des (WI + 1) points eclates de V,,. Ainsi les 
rrk,j et les yj,e definis prtctdemment peuvent d’aprb cette remarque 6tre 
consider& comme des diffeomorphismes de V,. On note encore G le 
groupe engendre par tous ces diffeomorphismes. On a alors le thtoreme 
suivant: 
TH~OR~~ME 4’. (a) Si V est une uariete obtenue en Pclatant (m + 1) 
points independants de p,,,(c), V est diffeomorphe a V,. Ainsi V admet une 
metrique d’Einstein-Kiihler si et seulement s’il en est de m&me pour V,. 
(b) I1 existe sur V, une metrique kiihlerienne Q G-invariante apparte- 
nant a C,( V,). 
(c) c1c;( V,) 2 1. 
(d) V, admet une metrique d’Einstein-Ktihler. 
On donne enfin un autre corollaire du theorbme 3: 
TH~OR~~ME 5. Soit V une variete kiihlerienne compacte de dimension 
complexe m, incluse darts p,,,(c). Soit p l’entier posittf tel que si 
w=~~~log(lz,/2+ ... + lZN12)lY, Co E C,( V). 
Soit G le sowgroupe compact maximal de Aut( V). On suppose qu’il existe 
dans P,(C) des sous-espaces de dimension (N - m - 1) F, , . . . . Fr . On suppose 
que chaque Ff est isomorphe a p,(C), que n:=, Ff = @ et que Vie 
{ 1, *.., I}, Fin V= a. Pour iE {l,..., I}, on note rti la projection de V sur 
Fb parallelement a Fi. On suppose que G contient to&es les transformations 
a de V telles que: 3ie (1, . . . . 11, x?(a) = idl,l. On note Gi le sous-groupe de 
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Aut(Ff) engendre par les yj,s et les CJ~,~ (Ff est isomorphe li IQ,(C)). On 
suppose que x*(G) contient Gi, pour tout ie { 1, . . . . 11. Alors seulement on a: 
LY~( V) 2 (m + 1)/p. Si de plus p Q (m + l), alors I/ admet une mCtrique 
d’Einstein-Kiihler. 
IV. I?TUDE DU TH&OR~ME 1 
Reprenons dans cette partie les calculs de E. Calabi [S]. En effet celui-ci 
introduit des varietb Mk, kE H, sachant que M, est exactement P,(C) 
CclatCe n un point. Pour k E N, Mk est un lib&. au-dessus de P,- i(C), de 
fibres isomorphes a P,(C). Soit TZ la projection de M, sur P, _ i(C) et 
soient [z,, . . . . z,] les coordonnees usuelles sur P,, _ ,(@). Pour 
2 E { 1, . . . . m}, on considere UL la carte usuelle dtlinie par: z1 # 0. Si, sur 
n-‘(U,), on considere y, la coordonnee sur la libre, on a sur 
xel(UAn U,,), si y,, y, sont dans Cu {a}: 
Yp= 2 *L.1. 
0 
On note S, et S, leS sections de Mk par x delinies par 1eS kqUatiOnS 
respectives: VI E (1, . . . . m>, y, = 0 et VIE { 1, . . . . m}, y, = +oo. Soit 
M; = Mk\ { So, S, }. M; peut &re parametree sur C” \ { 0) par I’applica- 
tion qui parcourt M; k fois: 
II/: cm\(o) -+ M; 
(z 1, . . . . z,) + ( 
Zl -, . ..) 
zi. ZT (zJk)3 
ou I’on a par exemple suppose que z1 Ctait non nul et oti (z,/z;, . . . . (z~)~) 
est tcrit dans le systeme de coordonntes defmi par (z-‘( U,) n ML). Dans 
cette expression, le terme zl/zl est omis. On vtrilie facilement de plus que 
si dans (z,, . . . . z,) deux complexes Z~ et z,, sont non nuls, l’expression de 
I(/@ i, . . . . zm) dtsigne sur ML le m&me point qu’elle soit &rite dans R-‘( U,) 
ou dans rc - ‘(U,). 
E. Calabi a ensuite calcule G,, le sous-groupe compact maximal de 
Aut(M,). 11 a prouvb que les metriques kahleriennes G,-invariantes de M, 
sont des metriques d&rites par les potentiels: 
K(z, 2) = u(t) (t=Lw(!, IZ~I2)) 
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oh les z, sont les coordonnees obtenues par le parametrage $ et oti K(z, Z) 
n’est delini que sur ML. Cependant K ne represente une mttrique definie 
positive que si: 
vt E R, u’(t)>0 et u”(f) > 0. (5) 
Si (i,j)E({l, . . ..M})~. 
g,i=e~‘u’(t)S~i+ee2’.fixj(u~(t)-u’(t)) (6) 
det(g,)=eP”‘(u’(t))‘+ u”(t). (7) 
11 est facile de voir que (5) est une condition necessaire t suffisante pour 
que K represente une metrique definie positive sur Mb. Aux voisinages de 
S, et S, les conditions de positivitt definie sont: 
(a) 11 existe a > 0 tel que la fonction z&,(r) dtlinie pour r > 0 par: 
VteR, Uo( ek’) = u( t ) - at (84 
est prolongeable par continuite en une fonction C 5 en r = 0 telle que: 
z&(O) > 0. @‘a) 
(b) 11 existe b>O tel que U,(r) dtfinie pour r>O par: 
VteF%, ii,(eP”‘)=u(t)-bt @b) 
est prolongeable par continuite en une fonction Cm en r = 0 telle que: 
U’,(O) > 0. 
a et b introduits en (8a) et (8b) verilient a cause de (5): b > a > 0 et definis- 
sent completement la classe de cohomologie de la metrique induite par 
K(z, 2). 
Tous ces resultats se trouvent dans Calabi [8]. Nous allons a partir de 
ceux-ci donner une preuve du theoreme 1. 
LEMME 1. a et b introduits en (8a) et (8b) difinissent la classe de 
cohomologie de la metrique w induite par K(z, Z) = u(t). En dimension com- 
plexe m, C,(M,) > 0 d2s que 1 6 k < m - 1. C,(M,) est alors caracttriste 
par a=m-k et b=m+k. 
DPmonstration. Le fait que a et b caracterisent la classe de cohomologie 
de la metrique a tte prouve par Calabi dans [8]. Supposons alors 
0 E Cl (M/c). 
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Soit f~ Ca(Mk) telle que: 
g,= R,+ a,f (9) 
dans le sysdme de coordonntes defini par le parametrage $. (g,) et par 
consequent (R,) sont des tenseurs G,-invariants. En contractant (9) on 
obtient: 
m=R-4f, 
et comme la courbure scalaire R est G,-invariante, dfest G,-invariante. De 
plus l’optrateur d est G,-invariant, on a done: 
Comme Af est G,-invariante: 
Cependant la relation A(fo g) = Af sur la variete Mk compacte implique 
fo g =f + C ou C est une constante. En comparant supMi (j-0 g) et 
sup,,,& on obtient C= 0. f est done G,-invariante et comme l’a remarque 
Calabi, ceci implique que f ne depend que de la variable t. Puisque f est 
definie aussi sur S,, et S,, on a aussi: lim,, --m f(t) et lim,, +a, f(r) 
existent. Or on connait les potentiels du tenseur metrique et du tenseur de 
Ricci. Si g(t) est la difference de ces deux potentiels 
g(t) = u(t) - mt + Log zJ’( t) + (m - 1) Log u’( t ). 
Au voisinage de t= -co, on utilise (8a) et ses derivtes pour obtenir: 
g(t)=(a-m+k)t+h(t) oti lim h(t) existe. 
1- -cc 
Ainsi lim ,+ --a, f(t) existe si et seulement si: 
a=m-k. 
Le m&me raisonnement en t = +cc nous donne: 
b=m+k. 
Ainsi, pour k 2 m, il n’existe pas de metrique G,-invariante homologue 
a sa forme de Ricci, mais pour 1 <k <m - 1, C,(M,) est positif. 
Notons maintenant -plb les fonctions admissibles ur M,, G,-invariantes, 
d’integrales nulles. 
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Notons auk, pour (t,, tI ) E I%*, Mk,ro,,, le ferme de ML dtlini par les 
inegalitts: 
t,<Log f Iz,12 dtl [ 1 Cl=1 
ou les z, sont les coordonntes d’un point courant de ML. 
LEMME 2. Soit [t,, tl] un intervalle non trivial de R 
~C>O,V~~~,Vx~~,,,,,,,,-cp(x)<C. 
DPmonstration. Les relations (8) now donnent a = lim,, Poo u’(t) et 
6=lim,, +oo u’(t). En utilisant (5), on a: 
VtER, a < u’(t) < b. 
Soit de plus cp E J&. (U + q)(t) est le potentiel dune mttrique de C,(M,). 
En effet u est le potentiel dune metrique de C,(M,) et a&u+ cp) est 
homologue a &%. D’aprb (5) on a done: 
VtER, a < u’(t) + cp’( t) < b. 
Ceci now donne: 
vcpEd~,vtER, Iv’(t)1 <b-a=2k. 
En effet, pour cp E de et pour t E R, on a: 
a < u’(t) + cp’( t) < b + cp’( t) 
et 
a + cp’( t) < u’(t) + cp’( t) < b. 
(10) 
La relation (10) correspond a ces deux dernibres relations compte tenu 
de a=m-k et b=m+k. 
Cependant, d’aprb le theoreme A,, pour c1< cc(M,): 
3K,,&>O,Vcp~d,, 
s 
Mk.r,,,r, 
-pdViK,ju~,~,,e~“YdV~K,S ep”‘PdV<KZ. 
7 ,+fk 
Comme Mk,ro, ,, est de mesure strictement positive, on a: 
~c’>oIv~~4,~Y~~~,.,,,/-cp(Y)~C’~ 
ce qui combine a (10) prouve le lemme 2. C.Q.F.D. 
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PROWSITION 1. Pour 1 6 k 6 m - 1, a,,(Mk) 2 l/2. 
DPmonstration. D’aprb le lemme 2, si [to, tl] est un intervalle de R, 
Le problbme en t = +a~ peut se traiter comme suit: 
K,>O,VtEIW+, q(t) = q(O) + j; q’(u) du 2 C, - 2kt. (10’) 
Ceci vient en effet du lemme 2 et de (10). 
Pour j? E 10, 1/2[, on en dtduit done: 
s e-@+‘dV MtSl.+m 
=I .m . 
s Ml.0, +m 
e-flq det[gii] dz, A ... A d2, 
= (271Y jMk, +m e -B”“‘[e-“‘(u’(t))“-l u”(t)] d (z,]* . . . d Iz,,J*. 
On pose alors, pour 1 < I < m, t, = cJ!= r Izj I *, ce qui implique t, = e’. De 
plus le sysdme de coordonnees dans lequel est calculee cette integrale 
parcourt la variete M; k fois et non une seule fois. Ainsi: 
,-/% dV= E jm e--Bdl)e--mf(U,(t))m- 1 
k o 
x u”(t) dt, j; dt, _, . . j; dt, 
od l’on a effect& le changement de variables des Izj12 aux tk. Ceci nous 
donne: 
s e -& dV M!+,+CC 
e-B’P(t)e--mr(u’(t))m-l u”(t) t2-l dt,,,. (11) 
On utilise alors la relation t, = e’ et la relation (8b): u(t) = 
bt + U,(edk’). La relation (8b) derivee deux fois nous donne: 
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Cette relation nous permet de trouver C, > 0 et 1, > 0 tels que: 
VtE Ctl,+coC, u”(t) < C2e-~k’. 
Alors (11) nous donne: 
s e pBol dV< G’71Y’bm-’ ’ &m-l)! C3 joz e 2/ikrepkr dt -c +cc Mk.t,,+” 
car p < l/2. 
Le probllme en t = --cc se r&out de man&e analogue et la proposi- 
tion 1 est prouvee puisque M,\Mb est de mesure nulle dans M,. 
PROPOSITION 2. Pour 1 <k 6 m - 1, cxGk(Mk) d l/2. 
LGmonstration. Soit fi E ] l/2, + co [, soit E > 0, E < 2k. 
On choisit une fonction de R dans R, u(t), telle que w = &% soit une 
metrique klhltrienne sur M, toute entibre, et qui verifie de plus: u’(O) = 
a + s/2. On va construire une suite de fonctions admissibles pour 0 qui 
dependent d’un parametre to E ] - co, - 1 [. 
Sur ]-co, O[, on d&tit q,,: 
be]-co, to- 11, v,,(t) = W--E) to, 
Vt E [to + 1, O-J, qro(t)=(2k-&)t. 
On peut alors prolonger cp10 sur [to - 1, to + 1 ] par une fonction Coo 
convexe. De plus, on prolonge cp,,, sur [0, +co [ dune maniere indt- 
pendante de to; en effet, si E < 8k/3, 
It, E 10, +cc[, t, unique, u’(t,)=b-:>a+;. 
On choisit alors une fonction y E Cm(R) convexe telle que y’(O) = 0 et 
y’( tl ) = s/4, telle qu’en plus y” = U” aux voisinages de 0 et t, . Pour cela on 
peut choisir une fonction 6 &gale a U” aux voisinages de 0 et f , , telle que 
6 soit positive et telle que: Jz 6(u) du = s/4. On obtient alors y en integrant 
6 deux fois. On d&it: 
et 
VtE co, t,C, d”(l) = u’(O) + d,(O) - u’(t) + y’(t) (12) 
En derivant (12), on voit que rpyb est nulle sur un voisinage de t,. On 
prolonge alors cpyb par la fonction nulle sur [t, , + 00 [. On prolonge 50, par 
integration. 
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Pour tO~]--~,-l[, (P,EC”(R). De plus sur I--co,O[, u’+I& est 
bien positive croissante puisqu’elle est la somme de deux fonctions positives 
croissantes. Sur [0, t,], U’ + cp;, est bien positive croissante puisqu’alors elle 
vaut: y’(t) + (u’(O) + p’(O)), que y’(t) est positive croissante et que: u’(O) + 
v’(O) > 0. Sur [t, , + co [, u’(t) + cp;,( t) = u’(t) est positive croissante. Les cpt, 
sont done C” admissibles pour o et s’annulent en t = 0. Done 
sup,, ‘pt, /> 0. Soit G(x, JJ) la fonction de Green du laplacien telle que: 
inf Mk x Mk G(x, Y) = 0. Puisque cp ,,, est admissible pour 01, m - dq,>, 0. 
On a 
VXEMk, cp,(x) =+$, 
k 
CP,(Y) IVY) + fM, Gb, Y) &,,(Y) MY) 
1 
<- I v Mk 
cplo dV + m sup f Gk Y) WY). 
Ainsi, puisque supMk cp,, 2 0: 
o<sup q,& f cp,,, dV+ m sup f G(x, Y) WY). Mk v Mk XEM~ Mk 
On dkduit de cela: 
3C>O V&E]-a,-l[, 
1 
vj qI,,dV> -C. (13) 
Mk 
On remarque alors que pour t,~]-co,-l[, $,=[q,,-(l/V) 
s Mk cp10 dV] E -plb. On a cependant: 
s 
,-ph dV= 
I 
e ~~9rOe(~/~)C~~k9~O~~1 &/a C’ 
s 
e-p’P~o dV 7 
Mk Mk Mk 
et ceci d’aprb (13). I1 en r&he: 
f 
e--B% &’ 
Mk 
s 
to- I 
2 c, 
e-P(2k~&)fo[Ul(t)]m-l qt) dt 
-co 
2 c2 
5 
to- 1 
e+%2k--E)‘OU”(t) dt 
-02 
> c, e--Bc2k--E)to 
I 
to- 1 
u”( t ) dt 
-cc 
2 Cze-B12k-W0 [u’(t,- 1)-a]. 
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Or en derivant (8a), on obtient au voisinage de t = --co, u’(t) -a = 
kz&(ek’) eki. 
Done si (-to) est assez grand: 
Choisissons alors E > 0 tel que @ < (2/I- l)k, ceci est possible car 
/I > l/2. L’expression exp[.$ + k( 1 - 2/I)] n’est pas majoree au voisinage de 
t, = --co. I1 en est de m&me de fM, e -@Q dV. La proposition 2 est done 
prouvee ainsi que le thtoreme 1. 
Soit maintenant o une mttrique kahlerienne de C,(M,). Supposons que 
0 est Gk -invariante et soit fe C OO(Mk) telle que (9) est verifiee dans un 
systeme de coordonnees. Soit 2 E 10, (m + 1)/2m[, 
COROLLAIRE 1. II existe une fonction cp E Cm(Mk), admissible, solution 
de l’kquation Log M(q) = -&J +f: 
COROLLAIRE 2. I1 existe une mktrique co’ E C,(M,), telle que 
Ricci(o’) B lo’. 
Dkmonstrations. Dans [IS], Th. Aubin r&out l’tquation Log M(q) = 
-crcp + f pour tl E 10, 11. 11 utilise pour cela la methode de continuith Nous 
allons reprendre la trame de son article. On choisit o E C,(M,). On peut, 
comme le lemme 1 nous l’a montrt, choisir o G,-invariante. On choisit 
alors f telle que dans un systeme de coordonnees: 
g,= R,+ iY,f: (9) 
Dans la demonstration du lemme 1 nous avons prouve que f est 
G,-invariante. On peut chercher a resoudre l’equation: Log M(q) = 
-aq + f pour a E 10, 1 ] en se restreignant aux fonctions 40 E C “(Mk), 
admissibles et G,-invariantes. On v&tie facilement que ceci est possible 
sauf que peutdtre l’estime C” n’est pas virilie. En reprenant les calculs de 
Th. Aubin dans [S] et en introduisant l’inbgalitt: 
s e -V dV< CexpCt,I((p)l @a) v 
ou cp E d0 et oh a E [0, 11, ou C et 4, sont des constantes, on peut dune 
part introduire l’invariant <,,, dtfini comme 5, sauf que l’on remplace (3 ) 
par (3a) et d par &, on peut d’autre part prouver que si pour A E 10, 11, 
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m(m + 1) Lgn V< 2, l’tquation Log M(q) = -Iv + f admet une solution 
C”. Or le theoreme 1 affirme que si A < l/2, <n,m =0. Le theoreme de 
Bando and Mabuchi dans [7] nous donne pour 1> l/2, ~IV<~,, < 2 - l/2. 
Ainsi, Log M(q) = -Iv + f admet une solution ~0 ECaO(Mk) d&s que: 
(m + l)(n - l/2) <A, soit 2 < (WI + 1)/2m. Entin, d’apres Th. Aubin [S], si 
cp E C “(Mk), G,-invariante, est solution de l’equation Log M(q) = 
--Acp +f, si l’on note o’ = o + a&, alors o’ est G,-invariante, 
w’ E C,(M,), et de plus: Ricci(o’) = Aw’ + (1 - J)w 2 Lo’. Ceci prouve les 
corollaires 1 et 2. 
v. h-WE DU THl?ORhE 2 
Sur P,(C), on considere les coordonnees usuelles [z,, . . . . z,j. On note 
xk = lzkl * pour chaque indice k. On se place dans la carte U, dttinie par 
z,, # 0 et on impose dans notre systeme de coordondes la relation: z0 = 1. 
Dans cette carte, on peut &ire la mttrique d’Einstein-Kahler usuelle: 
w=aaK, K=(m+l)Log(l+x,+ ... +x,). (14) 
On considere alors le lemme suivant, qui permet de construire des fonc- 
tions 40 E Cco(P,(C)), admissibles pour o, telles que les expressions (-cp) 
soient trb grandes au voisinage de l’hypersurface: z0 = 0. 
LEMME 4. Soit 1 E 10, 1 [, soit K0 E 10, + 00 [, Ii existe alors une fonction 
cp E C “(ff ,(@)), admissible pour w, ne dkpendant que de la variable K, et 
&rifiant la condition (15): 
‘~‘KE CO, K,l, q(K)= -AK. (15) 
DPmonstration. On peut tout de suite remarquer que si cp ne depend 
que de la variable K, si cp est C” comme application de Iw + dans [w et si 
cp est constante au voisinage de K= +cc, alors cp E Cm(Pm(Q=)). De plus, 
si cp ne depend que de K, o + a&p est une matrice qui s’ecrit: 
o+a&=(l+ (p'(K))(ai?K)+qf'(K)(aK8K) (16) 
od (aK i?K) est la matrice de rang un, positive, qui a pour terme general: 
(aiK)(a,K). Ainsi, si cp vtrifie les conditions (17) et (17’) suivantes, cp est 
admissible pour IX 
VKE [0, +a~[, 1 + q’(K) > 0, (17) 
VKE [0, +co[, q"(K) > 0. (17’) 
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Pour prouver le lemme 4, prenons une fonction cp qui verifie (15) sur 
[0, K,,]. Puisque: VKE [0, K,], q’(K) = -I<0 et q”(K) =O, on peut 
prolonger q sur [K,, +cc [ en une fonction C” convexe, constante au 
voisinage de K = +co. La fonction cp trouvee verifie (17) et (17’) dans la 
mesure oti elle est convexe et ok VKE [K,,+co[, cp’(K)>,cp’(K,,)> -1. cp 
verifie done la conclusion du lemme 4. 
Le femme 4 nous donne alors: 
TH~OR~ME 2. a( P,(C)) = l/(m + 1). 
Dhnonstration. On peut voir dans Th. Aubin [6] que IX(IP,(~Z))~ 
l/(m + 1). Reste done a prouver l’inegalite dans l’autre sens. On note alors 
‘pKa la fonction cp que Ton a construite dans la demonstration du lemme 4, 
K, E 10, +cc [ etant fix& (15) nous fournit, en l’appliquant a K= 0, 
(~~~(0) = 0, soit supp,(c) qKO /c > 0. On a vu alors dans la demonstration de la 
proposition 2, que l’utilisation de la fonction de Green G(x, y) telle que: 
infpm xp, G(x, y) = 0, donne: 
Alors supp,(cJ (pKO B 0 nous donne: 
Maintenant on Ccrit que II/KO=~KO-(l/V)SP,(C)~KOdV est C” 
admissible, d’inttgrale nulle. Soit B E ] l/(m + 1 ), + cc [: 
2 c, I dx, ... dx, pm e-pvxo(l+xl+ . . +x,)(m+l)’ 
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On note alors t, = exp[K,/(m + 1 )]; t = 1 + x1 + . . + x,: 
s c 
10 
eeBILh dV> C, t(“fl-‘)(m+l)(t-l)“-l dl. (18) 
pm 1 
II E 10, 1 [ est un reel tixe que l’on peut choisir. Puisque (m + 1) /3 > 1, 
imposons: (m + 1) PI. = 1 (18) nous donne: 
v&l E 10, + cc c, s epoiKo dV> C, s cl (c- 1y-l dt Pn!(C 1 2 tm 
b c4 s 
10 1 
- dt 
2 t 
Cette relation prouve le thtoreme 2. 
VI. PREUVE DU T&OR~ME 3 
On choisit sur p,(C) les coordonntes [z,, . . . . z,]. On considere, 
w, A E ((0, . . . . m} I*, t/f3 E [0, 27~1, yi,s et ck,j, les automorphismes de 
l!?,(C) que l’on a deja d&is. On note G le groupe compact engendre par 
ceux-ci et GB le sous-groupe de G engendre seulement par les yj,@, j et 8 
decrivant respectivement (0, . . . . m} et [0,27r]. Pour ke (0, . . . . m], on note 
xk = lzkl 2. On conviendra de noter, dans le cas ou aucune ambiguite ne 
sera possible, les points [zO, . . . . z,] de P,(C) tels que Vke (0, . . . . m}, 
zk= IzkJ par le crochet: [x0, . . . . x,]. U, est la carte usuelle. La mttrique 
usuelle est definie par (14): 
w = aaK, K= (m+ 1) Log(l +x, + ... +x,). 
On note par S$ (respectivement: de) l’ensemble des fonctions C” de 
P,(C), admissibles pour o, d’inttgrales nulles et G-invariantes (respective- 
ment: G,-invariantes). 
PROPOSITION 3. On a la propriPtP suivante: 
~C>Wb~49, Q,, . . . . X,)E(lO, ll)“, 
(-cp)(Xl, *.a, x,)<C-(m+l)Log fi xi . 
( > 
(19) 
i=l 
La proposition 3 entraine le corollaire suivant: 
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COROLLAIRE 3. tlGo(P,(C))k l/(m + 1). 
Le passage de la proposition 3 au corollaire 3 s’obtient de la m&me facon 
que le passage de la proposition 4 au theoreme 3. Le lecteur pourra done 
se reporter a la preuve du thtoreme 3. En ce qui concerne la demonstration 
de la proposition 3, deux lemmes eront utilises qui seront prouvts a la fin 
de ce chapitre. 
LEMME 5. On a: 
1 ) . . . . x,) G (m + 1). 
On note maintenant H l’ensemble de P,(C) qui a pour equation: 
ny= 0 (z;) = 0. On a le lemme: 
LEMME 6. Soit Fc IF’,, Fferme, Fn H= a. 
3C>O/Vcp~d~, VXEF, (-cp)(x)GC 
et 
-(K+ q)(x) Q c. (21) 
Dtmonstration de la proposition 3. Soit rp E de. On s’interesse a: 
w+ cp)(Xl, ...? x,) - (m + 1) Log(nyT i xi). D’aprbs la deuxieme inegalite 
dans (20), pour k~ (1, . . . . m>, les opkrateurs: xk(a/axk) appliques a cette 
expression donnent des fonctions toujours negatives pour (x, , . . . . x,) E 
(10,11)“. 
Comme les xk sont positifs, il en rtsulte que pour (xi, . . . . x,) E (10, l])“, 
cette expression est decroissante en chacune de ses variables, les autres 
restant constantes. On a deduit alors: 
V(Xl, ...? x,) E (IO, 11 I”, 
w+ cp)(x,, .-., x,)- (m + 1) Log > (K+ cp)(l, . . . . 1). 
On applique alors le lemme 6 a F, F &ant le ferme de P,(C) constitue 
du point [l, . . . . l] E Pm(@). 11 en resulte: 
3C’ > o/vcp E do, V(x,, . ..) x,) E (IO, l])“, 
-(K+cp)(x ,,..., x,)<C’-(m+l)Log 
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Or ceci nous donne la proposition 3 dans la mesure ou K(x,, . . . . x,) est 
borne sur (IO, 11)“‘. 
On peut maintenant imposer aux fonctions que l’on ttudie d’appartenir 
non plus a &@ mais a s8,. On obtient alors l’analogue de la proposition 3: 
FR~P~SITI~N 4. On a: 
bEdI, V(x,, . . . . X,)E (IO, 11)“, 
-W+cpNx,, *e-T x,) + Log 
( > 
fi xi < -(K+ cp)(l, . ..) 1). (22) 
i=l 
On a aussi la relation: 
3c > w-p E 4, Wl, . ..? x,) E (IO, 11 I”, 
-(K+ cp)bl, .‘., x,)dC-Log fi xi . 
( > 
(22’) 
i= I 
On remarque tout de suite que (22’) s’obtient A partir de (22) en utilisant 
le lemme 6. La proposition 4 sera prouve a la fin de ce chapitre. 
l?tablissons pour l’instant le: 
THI~ORI~ME 3. uJP,(C))=~. 
Dkmonstration. Soit E le sous-ensemble de U0 defini par: 
E= {(z,, . . . . z,) E UoPk E { 1, . . . . m}, IZkl E co> ll>. 
Soit cp E SQ,, Vk E { 1, . . . . m}, cp est a,,,-invariante et, pour TV E 10, l[, 
= 
s 
e-l” dV 
uo\H 
=(m+l)f e-‘qdV 
E\H 
=(m+l)(2n)m J’...[‘e- =$(X1, ---. “de - K(.Y-c. . . . . X,,) dx 1 _ . . dx, 
0 0 
580/106/l-12 
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On choisit alors C > 0 comme en (22’): 
< (m + 1)(2x)” exe Ji . jb eta- I) K(xl~---~rm) $!. . !&$! 
m 
d (m + 1)(27r)” ezc 
(1-a)” . 
En effet, sur (10, l])“, (CI - 1) K(x,, . . . . x,) est toujours negatif. Le 
theoreme 3 est done prouvt, pourvu que nous admettions le lemme: 
LEMME 7. ctG(Pm(C)) d 1. 
11 reste done, pour linir la preuve du theoreme 3, a prouver les lemmes 
Cnoncts ainsi que la proposition 4. 
D6monstration du lemme 5. Soit cp E &. La matrice 8(K+ cp) est 
delinie positive. Comme de plus elle est G,-invariante, on peut donner une 
formule explicite de Mat(p) = ad(K+ cp): 
Mat(p) = aa(fc+ cp) = 
Mat(q) ttant delinie positive, ses termes diagonaux sont tous positifs. 
Soit par exemple: 
+-(xla’y)(x ,,.“, x,)>O, (x1 ,..., X,)E(R$)m. 
Cette relation montre que l’expression: x,(a(K+ cp)/ax,)(x,, . . . .x,) est 
croissante en xi, les autres variables &ant lixees. Reste a obtenir ses valeurs 
enx,=Oetx,= +co. 
Cependant, comme on connait la valeur explicite de K(x,, . . . . x,), il est 
facile de voir que: 
aK aK 
x, z (x,, . . . . x,) = 0; x1 - (XI, . ..? 4 =(m+l). 
I J, = 0 axI x, = +* 
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Compte tenu de la symetrie par rapport a tomes les variables x1, . . . . x,, 
compte tenu aussi de la croissance de x,(a(K+ q)/ax,)(x,, . . . . x,) en x,, le 
lemme 5 sera prouve dbs qu’on aura Ctabli les relations suivantes: 
aq x1 - (x,, ...) x,) acp ax, =x1 - (x,, ...) x,) = 0. (24) x,=0 ax, x, = +a’ 
Soit (x2, . . . . x,) E (R: )” ~ I, ce (m - 1)-uplet Ctant tixe. On d&kit sur @ 
la fonction $ de la man&e suivante: 
On a alors la relation: 
acp 
Xl - (Xl > . . . . x,) 
d+ 
ax, x*=0 
=x,&x1) 3 
1 x, =o 
* &ant C” sur C. On est done ramene pour prouver l’annulation du 
premier terme de (24), a prouver: 
dti 
XI&Xl) = 0. 
I x,=0 
(25) 
Avant de prouver (25), faisons une remarque suppltmentaire. Quitte 
B changer de notation, le deuxieme terme de (24) s’tcrit: 
dwa~,)h, x2, . . . . x,)1,,= +oc. Or, on a: 
acp 
u1- (u,, x2, ..*, x,) 
au, Id,= +m 
= UI a(q 
oao,,) 1 x2 
au, ( 
x, -- - 
)I ulhl~~-~ u, U,=+m 
Xl 
a(~o~o,l) 
axI 
(x1 9 x2x1 > ...> x,x,) , 
x, =o 
oti x, = l/ul. On peut done la encore detinir une fonction e. de @ dans R 
par la relation: 
vz, E @, $o(z, 9 Z,) = (cp o GO.1 )(x1 9 x2x1 9 ...1 x,x1 I= $0(x1 1 
pour obtenir: 
acp 
u1- (u,x,, . . . . x,1 
&o 
au, u,= +m =x’dx, x,=o’ 
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$0 ktant C” dans @. Ceci nous montre done que la preuve de (24) se 
ram&e g la preuve de (25). Si l’on prouve (25), le lemme 5 sera Ctabli. 
Soit + une fonction de @ dans R qui est Cm sur C. Soit z E @. On note 
z = tl + i/?, x = IzI * = a* + B’ et on suppose que I++ ne dtpend que de x. On 
a alors: 
Ainsi, comme x = m2 + fi’: 
La continuitC des dkrivtes partielles de I,$ nous montre que celles-ci sont 
born&es de voisinage de (0,O) et on a done: 
Ceci prouve (25) et le lemme 5. 
Demonstration du lemme 6. 11 faut prouver que si F est un fermt: de 
P,(C) d’intersection vide avec H, 
et 
~~>~~‘cp~s$,,Vx~F, (-cp)(x)dC 
(21) 
-(K+ q)(x) < c. 
Dans la carte U,, comme F est un compact tel que Fn H = 0, il existe 
L, un fermC de P,(C) de mesure strictement positive tel que: 
Vk E ( 1, . . . . m)),VxEF,VyEL, Ink( d 117,(x)1, C-26) 
oti l’on note Z7, la projection sur la kieme coordonnte. Cependant comme 
L est de mesure positive, en reprenant la dtmonstration du lemme 2: 
Notons C2 = sup,, (Fu L) K(x), comme K est positive sur L, 
3C,>O~cpE~,3y,ELl-(K+cp)(y,)Q -(P(Yo)<C1. 
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Comme (K+ cp) est, d’apres le lemme 5, croissante en chacune de ses 
variables, cette derniere relation, compte tenu de (26) nous donne: 
3c, > OPV E 4, VXEF, -(K+ q)(x) d - (K+ CPNY,) d Cl. 
Le lemme 6 est alors verilie pour C = C, + C,. 
DPmonstration de la proposition 4. I1 faut prouver: 
vcp E4, V(x,, . . . . x,) E (IO, 1 I)“, 
-(K+ cp)(x, 3...? x,)+Log fi x; d -(K+cp)(l, . ..) 1). 
( > 
(22) 
i= I 
Nous avons vu en effet que (22) impliquait (22’) et done impliquait la 
proposition 4. 
On tixe alors pour toute la demonstration, d’une part cp E sBO et d’autre 
part (x1, . . . . x,) E (IO, 11)“. On note aussi < = (I-I?! 1 x~)“~. 
LEMME 8. Soient (y ,,..., y,+,)~(lR*,)‘+‘, y,~]0, l[. Alors: 
-w+ CpNYlY ‘.*Y J G -(K+ cp) (-&, . ..> Yz, 1) 
(27) 
Dkmonstration du lemme 8. On considere alors la fonction: 
oii on a garde la convention: les termes a l’interieur de la parenthese (les 
y,u) representent des normes au cart-t. 
D’apres (20), cette expression est positive ou nulle et A4 est a valeurs 
dans R,. Notons de plus: 
Vk E { 1, . . . . m - 1 }, =k = Yk% 2, = y*d 
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a2w+ cp) 
ax: (2 1, . . . . z,) 
m-l 
+ c 
a2(K+ cp) 
‘kZi ax, axj (z , 2 . . . . zm) 
k,,i= I,k # j 
+4z , 3 . . . . z,) + 4zt, m ) 
m-l 
+4 1 Z&Z, 
av+ d 
ax ax b, 3 ...? z,). 
k=l k m 
Le terme de droite dans cette dernihe expression est exactement la 
matrice Mat(q) de (23) au point (z,, . . . . zm) appliquke au vecteur 
CJG, . . . . J&L, 2 JC). Ce t erme ttant strictement positif puisque 
Mat(q) est dthie positive, on a prouvk que M ttait croissante. On a 
cependant: 
( > 
m-l 
M k = ,C, zk ax, 
aw+ cp) (z I > .. . . GJ+2 “‘y cp) (Z1) ...) ZJ 
m 
(28) 
1. Enfin En effet, comme on est dans le cas od u = l/A, on a: z, = 
comme cp est a,,-invariante: 
V(t t,)E(qY, cp(t,, . ..) t,) = cp 
( 
tl?-, 1 
1, . . . . + ..*, 7, t . 
m m m > 
En dkrivant ceci par rapport a t, en (t,, . . . . t,) = (z,, . . . . z,), comme 
z,= 1, on obtient: 
m-1 
= k 
zk $ (zl, ..., 
acp 
k=l 
z,) + 2 -g (Zl) . ..) z,) = 0. 
m 
(28’) 
En comparant (28) et (28’), il vient: M(l/&) = (m + 1). Puisque de 
plus M est croissante: 
VUE l,--- 
[ I A2 
m=u$ C(K+cp)(y,u, ...> Ym~2)1 d (’ 
En divisant cette relation par u et en inttgrant de 1 5 l/A 
la relation (27). Le lemme 8 est done prouvk. 
m+ 1). 
on obtient 
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LEMME 9. Soit (yI, . . . . y,) E (IO, l])“, 
-(K+ cp)(Yl, Y2, Y3, ...2 YJ G -w+ c~k/G~ &G Y,, . . . . Y,). (29) 
Dt!monstration du lemme 9. Puisque cp est a,,,-invariante, si 
(Y I, . . . . Y,)E(lO, II)“, 
(30) 
De plus pour prouver le lemme 9, la fonction (K + cp) sur U,, ttant (TV,*- 
invariante, on peut imposer la condition y, < yl. On peut alors appliquer 
le lemme 8 au deuxikme membre de (30) en remplacant dans le lemme la 
dernikre variable par la deuxikme variable: 
-(K+cp) $f,...,? ( > 
< -(K+rp) (h. l,~,...,~)+(-+l)Log(~). 
En appliquant ceci A (30): 
-w+ cp)(YlT ...Y Ym) 
< -(K+cp) (~,l,~,...,~)+(m+l)Log(~) 
G -(K+ cpN&, Jy,yz, ~3, ...y Y,). 
La dernike irkgalitt est en fait une CgalitC qui s’obtient comme en (30). 
Ceci finit la preuve du lemme 9. 
LEMME 10. On a: 
- W+ cp)(xl, .. . . x,) Q -W+ (P)(& . . . . 0 (31) 
Demonstration du lemme 10. On considbre pour (k, j) E ({ 1, . . . . m})2, les 
transformations zk, j de (IO, 11)“’ dkfinies par: 
zk,j: (10, ll)“+ (10,11)” 
(z 1, **a, zk, . . . . zj, . . . . z,) H (z,, . . . . &, . . . . a, . . . . z,). 
174 CHRISTOPHE REAL 
On suppose pour l’instant que le lemme suivant est vrai: 
LEMME 11. Soit (y,, . . . . y,) E (IO, 11)” et soit fj = (n;= 1 Y;)“~. I1 existe 
me suite (X,),, N de points de (IO, 11)” telle que: 
Wa) 
Wb) 
(324 
La relation (32b) combinte au lemme 9 et au fait que (K+ cp) est 
ak,j-invariante pour (k, j)~ ({ 1, . . . . m))* nous dit que la suite 
(-W+cp)(~n)L.. est croissante. Si on applique le lemme 11 a 
x )E (IO, 11)” et a 5 = (l-I?=, xi)lim, on remarque aussi que la 
kki&i~ de (K+cp) en (5, . . . . ri nous dit que la suite croissante 
(-(K+cp)(~rJ),,. a pour limite - (K+ (p)(<, .. . . 5). En effet ceci provient 
de (32~). Cependant tow les termes de la suite (-(K+ cp)(X,)),, N sont 
inferieurs a la limite; ainsi on a: 
-(IT+ cp)(X,) = -(K+ cp)(x,, . . . . x,)< -(K+ rp)(L .“, 8. 
Le lemme 10 est done prouve. 11 ne reste plus alors qu’a ttablir le 
lemme 11. Ce lemme, prouvons-le par recurrence sur m. Le cas m = 2 est 
trivial. Supposons alors que le rtsultat soit vrai pour la dimension (m - 1). 
Soit (yi, . . . . y,) = X, E (IO, 11)“. Posons rl= (ny= i y,)‘lm. En appliquant 
le lemme 11 aux (m - 1) premieres variables, on peut approcher le point 
(a, . . . . a, b) tel que b = y,, a m- ‘b = yl” d’aussi prb qu’on veut par une 
suite veritiant (32a) et (32b). A partir de (a, . . . . a, b) on construit 
(4 . . . . a, Jz J-J ab et on r&applique le lemme 11 aux (m - 1) premieres 
variables pour approcher le point (c, . . . . c, &) tel que cm-’ a=$’ par 
une suite vtrifiant (32a) et (32b). En reprenant ce pro&de, on va 
approcher successivement les points (a,, . . . . uk, bk), k E N* tels que 
arP1b,=f” et b,,, = .\lakbk (kE N*). Les suites (ok) et (bk) sont done 
monotones et convergent dans [0, l] vers A et B. Les deux relations 
arP1b,=f” et bk+l=& nous donnent A”-‘B=f” et B=m, 
c’est-a-dire ,4 = B= q. D’apres ce qui vient d’etre dit, on peut done 
approcher (A, . . . . A, B) = (v], .. . . v) par une suite vtrifiant (32a) et (32b). 
Ceci prouve le lemme 11, ainsi que le lemme 10. 
On peut maintenant prouver la proposition 4, soit (22): 
-W+cp)(x,, ..-, x,) + Log < -(K+ cp)(l, . . . . 1). 
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Le lemme 10 ram&e la preuve de (22) a la preuve de: 
-(K+ rp)(l, . . . . 5) + m Log(S) G -(K+ CpNl, ..., 1). (33) 
Soit alors: 
N: [O, 11-w 
u + N(u) = u $ (K+ cp)(u, . ..) 24). 
N est une application C” sur [0, 1). 
VUE co, 11, N(u) = f 2.4 “‘;f cp) (24, . ..) 24) 20. 
k=l k 
N est done a valeurs dans R +. 
VUE co, 11, 
* d(K+cp) N’(u) = 1 8x (4 . . . . u) 
k=l k 
k,j=l 
“y;J) (24, . .) 24). 
k J 
D’aprcs (23), l’expression obtenue pour N’(u) est exactement Mat(q) au 
point (u, . . . . U) appliqde au vecteur (1, . . . . 1). C’est done un reel positif et 
N est strictement croissante. De plus la relation (28) ainsi que la 
demonstration du lemme 8 nous donnent: 
1)+2 l)=(m+l). 
Cette relation nous fournit, compte tenu du fait que (K+ cp) est symetri- 
que en ses m variables, 
.(,)=k~la(~~~)(l,..., l)=m. 
k 
Puisque de plus N est croissante: 
‘due co, 11, U$ [(K+cp)(u,...,u)]=N(u)dm. 
En divisant cette relation par u et en integrant de u = r a u = 1, on 
obtient la relation (33). La demonstration de la proposition 4 est done 
ache&e. 
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Dtmonstration du lemme 7. On cherche a prouver que cQp,(c)) d 1. 
Pour cela on considere sur @“‘+’ la fonction: 
m 
K’(xo, . . . ,x,)=(m+l)Log(x,+ ... +x,)-Log n xi 
( > i=o 
K’ Ctant homogene de degre zero, c’est aussi une fonction, notte encore K’, 
sur le quotient [jD,,J@). Elle est Co sur U,\H. K’ est le potentiel de Kahler 
de la metrique de Fubini-Study multipliee par (m + 1) et on a une relation 
analogue a (14): 
w = aaK’. 
Mis a part le fait que K’ est a valeurs dans [(m + 1) Log(m + l), +co [, 
alors que K etait a valeurs darts R:, le lemme 4 reste valable pour K’ au 
lieu de K. La demonstration pour K’ Ctant la m&me que pour K. De plus 
si l’on note par ‘pK6 la fonction C” admissible trouvee comme au lemme 4, 
on peut prouver comme dans la demonstration du theoreme 2: 
~C>O~Kb~[(m+l)Log(m+I),fm[,~~~ cc,qK6dV> -C. 
m 
Soit /? E 11, +co [, on pose A = l/b et on choisit alors les (Pan qui 
correspondent i ~~1% 1C. ~~~=47Kb-(1/Y)Sp~(~)(PKbdV est C” 
admissible, d’integrale nulle et G-mvariante car K’ est G-invariante. De 
plus 
s 
e-fl$Kb dV> e-BILK6 dVg C’ e-PaK6 dV 
Pm(Q s Uo\H I Uo\H 
2 C’(27c)” j
dx, . . . dx, 
0 < x I,...,. xm < I; K’( 1,.x ,,...) xm) < K; x, . x, 
Soit E > 0 tixe, soit (x1, . . . . x,) 15 ([E, 1))“. 
K’(1, x1, . ..) x,)=(m+l)Log(l+x,+ ... +x,)-Log 
<(m+l)Log(m+l)-mLogs. 
Si l’on choisit alors Kb 2 (m + 1) Log(m + 1) - m Log E, on obtient: 
s e -B@K6 dV> C’(2n)” ~fls~) 
1 
dx, . ..dx.,, 
E < XI, . . . . x, < I x1 “‘X, 
2 C’( 27r)” (l-43 (i))“. 
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E >O ayant tte choisi quelconque, ceci acheve la demonstration du 
lemme 7 ainsi que celle du theoreme 3. 
Le theorbme 5 s’obtient a partir du theoreme 3 de maniere immediate si 
on utilise la proposition 2.2. dans [ 151, due a G. Tian et S. T. Yau. 
COROLLAIRE 3. Soit w E C,(P,) une metrique sur P,(c), G-invariante. 
Soit f~ Cw(P,(c)) dtfinie par la relation: Ricci(o) = o + aaf: Alors f est 
G-invariante et pour a E [0, 11, ii existe une solution cp C” admissible et 
G-invariante de l’dquation: Log M( rp) = -cccp + f: 
Demonstration. En reprenant un raisonnement analogue a celui de 
la preuve du lemme 1, on dtduit de la relation Ricci(w) = w + XIf et 
de la G-invariance de w que df et f sont G-invariantes. En reprenant 
maintenant la dtmonstration du corollaire 1, on voit que les resultats 
de l’article de Th. Aubin [S] nous fournissent pour CI E [0, 11, une 
fonction rp E Cm(p,J@)), admissible pour w et G-invariante, solution de 
l’equation: Log M(cp) = -crcp +f: Ceci est en effet une consequence de 
%(~,(a=)) 2 1. C.Q.F.D. 
VII. PREUVE DU THJ~OR~ME 4 
Le theoreme 4 dit que toute variete V qui peut s’obtenir comme P,(C) 
Cclatee en (m + 1) points independants admet une metrique d’Einstein- 
Klhler. C’est un corollaire trivial du: 
THI?OR&ME 4’. (a) Si V est une variete obtenue en Mutant (m + 1) 
points independants de P,(c), V est dtyfeomorphe a V,, la variete obtenue 
en eclatant P,,,(c) en les (m + 1) points images de la base canonique de 
62 m+l par la projection canonique sur P,(c). Ainsi V admet une metrique 
d’Einstein-Kiihler si et seulement s’il en est de mPme pour V,. 
(b) II existe sur V0 une mttrique Sz G-invariante, appurtenant a 
Cl( Vo). 
(c) %( VIJ) a 1. 
(d) V, admet une metrique d’Einstein-Kiihler. 
Avant de prouver le theoreme 4’, rappelons quelques notations. 
czo, . . . . z,] sont les coordonntes usuelles sur V,. Pour (k, j) E ({0, . . . . m})*, 
8 E [0, 2n], yj,e et (Tk,j sont les automorphismes de V0 deja definis. G est le 
groupe compact engendre par ceux-ci. G0 est le sous-groupe de G engendre 
seulement par les yj,e, j et 13 decrivant respectivement (0, ,.., m} et [0, 2711. 
Pour k E { 0, . . . . m}, on note xk = lzkl *. On conviendra de noter, dans le cas 
od aucune ambiguite ne sera possible, les points [z,, . . . . zm] de V,, tels que 
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Vk E { 0, . . . . m}, zk = lzkl par le crochet [x,, . . . . x,]. U, est la carte dtfinie 
par: z0 = 1. Reste a detinir sur V, une metrique ainsi que des fonctions 
admissibles. Pour cela, commencons par prouver une partie du 
theoreme 4’: 
Dtmonstration du thdor2me 4 et des (a), (b), (d) du thPort?me 4’. Soit V 
obtenue en eclatant P,(C) en X0, . . . . X,, (m + 1) points independants de 
lu’,(C). Choisissons (m + 1) vecteurs uO, . . . . U, qui reprtsentent ces points 
dans Cm+l. La famille (u,, . . . . u,) est done une base de Cm+ ’ et il existe 
un isomorphisme lineaire $ de C” + ’ qui envoie ces vecteurs sur les 
vecteurs de la base canonique. $ peut aussi etre consider+ comme un 
diffeomorphisme de p,(C) sur lui-m&me qui envoie la famille (X,,, . . . . X,,> 
sur la famille des images de la base canonique de Cm+’ par la projection 
sur p,(C), $ peut done aussi &tre consideri: comme un diffeomorphisme de 
V sur V, et le (a) du thtoreme en resulte. 
Le (d) du theoreme 4’ est un corollaire trivial des (b) et (c), ceci vient 
de Th. Aubin [S]. 
Le theortme 4 vient des (a) et (d) du thboreme 4’. 
Le (b) du theoreme 4’ est un peu plus delicat a obtenir. Precisons pour 
cela l’tcriture des coordonnees sur V,. On peut par exemple reperer les 
points de V, par le tableau suivant: 
cz 0, ..., z,l; cz,, . . . . z,- ,I; . . . . cz,, ..., GJ. 
Cl, 0, ..., 0-J; [ 1, 0, . ..) O] ; .,.; [Z,) . ..) z,]. 
[IO, ...I 0, 11; [zO, . ..). z,-,] . . . . [O, . . . . 0, 11. 
Dans ce tableau a (m + 2) lignes et (m + 2) colonnes, la premiere ligne 
repbre les points de V,, qui n’ont pas ete eclates et le crochet dans la 
premiere colonne rep&e ces points sur IFD,(@). La deuxibme ligne par exem- 
ple rep&e la sous-variete clatee au-dessus de [ LO, . . . . 0] et le crochet dans 
la dernibre colonne rep&e ces points sur P,,- r(C). On note rr, z,,,, 
n m- 1, ..., 711, %I, les projections de V, sur P’,(C), P,,- ,(@), . . . . P,-,(C) 
sur les premiere, deuxieme, troisieme, .. . . (m + 2)ieme colonnes du tableau. 
Pour ke N*, on note wk la mitrique de Fubini-Study sur tPk(C). On note 
Sz, = C;=, n,*(w, _ r). Sz, est la somme de (m + 1) mttriques positives, elle 
est done positive. Q, sera une mttrique kahlerienne si on peut prouver que 
0, est dtfinie positive. De plus, 52, est G-invariante. Considerons alors une 
carte c, de V, obtenue par le parametrage: 
$1: (cm)* -+ v. 
(z I > ..., z,) + Cl, Zl, . . . . z,]; Cl, zr, . ..) z,-- r]; . . . . [z,, . ..) z,]. 
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Dans c,, la metrique 0, s’tcrit: 
Q, = i WLog( 1 + t - Xk)) + &T(Log t), 
k=l 1 
od on a postt: t = cF= 1 xk. 
Puisque Q, est hermitienne positive, elle sera dtfinie positive si son 
noyau est rtduit a (0) ou, ce qui est equivalent, si eile ne possede pas 
de vecteur isotrope. Soit u E Cm, si u est isotrope pour Q,, alors u est iso- 
trope pour chacune des matrices hermitiennes positives qui composent 
la somme de (*). Dans ce cas, u est dans l’intersection des noyaux 
de ces (m + 1) matrices. Or le noyau de 88 Log( 1 + x2 + . . . + x,) 
est le sous-espace de C” d’equations: Vke (2, . . . . m}, zk = 0. En effet 
aa Log( 1 + x2 + . . . + x,) est dtfinie positive en les variables z2, . . . . z,. 
Cependant 8 Log( 1 + x, + x3 + . . . + x,) a un noyau d’intersection (0) 
avec celui de adLog(l +x2 + ,.. + xm). Done u =0 et Q, est detinie 
positive sur Z;,. 
On considere la carte (I?, obtenue par le parametrage: 
l+b2: cm--+ v, 
(4 z 2, . . . . zm) + [l, i, ;1z2, . ..) AZ,]; [l, ;1, ...) AZ,- 1-J; . . . . [l, z2, . ..) z,]. 
Si l’on pose x = 111 2, Q, s’tcrit dans c, : 
Q,=8L0g(1+x+xx2+ ... +xX,-,)+ .I. 
+aaLog(l+x+xx,+ ... +Xx,) 
+aaLog(l+x,+ ... +x,). 
Or la derniere de ces matrices est definie positive par rapport a z2, . . . . z,. 
Done si u est isotrope pour Q2,, u qui est en particulier dans le noyau de 
cette derniere matrice ne depend que de 1. Mais alors u nest isotrope pour 
la premiere matrice de cette somme que si u = 0 car: 
8Log(l +x+xX,+ ‘.. +xX,-,) 1+x,+ ... +x,-1 
=(l +x+xX,+ ... +xX,-,) 
> 0. 
ani% 
Q, est done dtfinie positive sur I?, u c,. Mais comme Q2, est 
G-invariante, !&, est detinie positive sur tOute carte de la forme: ak,j(cj), 
oil (k, j) E ({ 0, . ..) m})* et ie { 1,2}. Ainsi Q, est detinie positive sur V,,: 
c’est une mttrique kahltrienne sur V,. Puisque Q0 est G-invariante, w0 = 
Ricci(Q,) est une forme G-invariante qui appartient a C,( VO). Puisque de 
plus C,( V,) > 0, il existe o E C,( V,,), o ttant detinie positive. On peut alors 
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trouver une fonction f 6 C u3 ( V,) telle que o0 + &3f = w. Soit 6, + i I’ensem- 
ble des permutations de (0, . . . . m}. On identifie om+, a un sous-groupe de 
Aut( V,) en posant que si 0 E 6,+, , c’est que r~ permute les variables 
zo, ..., z,, dans les coordonnees des points de V,. Les dk, j correspondent 
alors aux transpositions de (T, + , . On pose: 
1 
-aiT 
Q=wo+(m+l)! [ 
1 (fOO) . 
0 E “in + I 1 
Puisque w. est G-invariante: 
Done Q est G-invariante. De plus: 
Done Sz est detinie positive, puisque o = w. + a8f est delinie positive. 
Entin, Q est homologue a o. car C, E em+, (f 0 a) E C "( V,). Sz E C,( V,) car 
o. E C,( Vo). Ainsi 52 v&lie les conditions du (b) du theoreme 4’. 
On note alors d0 (respectivement a do) les fonctions cp E C “( V,), 
admissibles pour Q, d’inttgrales nulles, G,-invariantes (respectivement a 
G-invariantes). 11 nous reste a prouver que c+( V,) 2 1. Mais pour cela, 
il va falloir introduire d’autres formes appartenant a C,( Vo). 
Ensuite, pour prouver c1J VO)> 1 nous chercherons a reprendre la 
demonstration de c(J p,(c)) 2 1. 
Pour l’instant, notons do la sous-variete de V, Cclatee au-dessus du point 
[ 1, 0, . . . . 01. Soit U. l’ensemble des points de V. dont les coordonntes 
vtritient z. # 0. 
LEMME FONDAMENTAL. V'EE]~, l[, 
(a) il existe 52, E C,( V,), G-invariante, vtritiant: sur Uo\do, fiB admet 
un potentiel de Klhler K, tel que: 
V(x,, ..., X,)E [(CO, 11)“\(CO, &In 
(*a) 
KAx,, . . . . x,)=(m+l)Log(l+x,+ ... +x,). 
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(b) 11 existe f, E C “( VO), G-invariante, telle que, si l’on note K le poten- 
tie1 de Kahler de la metrique 52 sur U,\d, (a a ete delinie dans la 
demonstration du (b) du theoreme 4’), 
Vx E Uo\Ao, K(x)=Ks(x)+L(x). (*LA 
On dtmontrera le lemme fondamental ci-dessous. 
Reprenons l’intgalite (20): 0 < xk(8(K + ~)/I~x~)(x,, . . . . x,). Si cp E .A@‘~ 
cette derniere expression est croissante en xk, quand on se place sur I’,. 
Si (xi ,..., xkPl,xk+i ,..., x,)E(~Q$)~-‘, en x,=0 on n’est pas en un 
point &late et la valeur de x,(a(K+ cp)/ax,)(x,, . . . . x,) est encore nulle. 
L’intgalite de gauche du lemme 5 reste valable sur V,, (on la note (34)) et 
il en est de mCme du lemme 6. 
PROPOSITION 5. La proposition 4 reste valable sur VO; on a: 
VPEJ43, wx,, . . . . &)E (IO, ll)“, 
(35) 
-(K+ v)(x~, . . . . x,)+Log < -(K+cp)(l, . . . . l), 
3C>OP’cpE4, Vb,, . . . . X,)E (IO, 11)“, 
(35’) 
-(K+ cp)(x,, . . . . 
La preuve de la proposition 5 sera donnee ci-dessous. Donnons encore 
deux lemmes avant de reprendre la preuve du theoreme 4’: 
LEMME 12. Si BE [0, m/(m - l)[, si K est le potentiel de Kiihler de Q 
dt!fini sur U,\A,: 
1 s I l dx, . ..dx. . . . 0 o eBK(xl, .. . . Xm) < + cJz 
LEMME 13. Les fonctions ge C2(Uo\Ao), G,-invariantes, telles que 
sag = 0 sont les constantes. 
Ddmonstration du thtort?me 4’. 11 ne reste plus qu’a prouver ac( V,) 2 1. 
Soit alors GI E 10, I[. Soit cp E do. On note: 
E= {(Z,, . . . . Z,J E uo\Ao / Vk E { 1, . . . . m}, &I E CO, 11) 
et on a: 
e 
VO 
dQ=(m+l)j ePXPdQ, 
.WH 
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car cp et Q sont G-invariantes. Ainsi: 
I VU 
e-aq &‘= (m + l)(27c)” j,’ . . j-; e-a-,.-,rm) 
x (det Q)(x,, . . . . x,) dx, . ..dx.. (37) 
Cependant Sz = a8K et -&TLog(det(Q)) appartenant a C,( VO) sont 
homologues et G,-invariantes. Soit FE Ca( V,), G,-invariante telle que: 
&?(K+ Log(det Q) - F) = 0. D’apres le lemme 13, K + Log(det Q) est 
bornee sur U,\A,. Ainsi: 
3C, > 0, Vx E U,\A,, (det Q)(X) < C, e ~ W) 
(37) nous donne done: 
I 1 
<c; 
i s 
e-a(K+~ml,...,.rm) 
dx, . ..dx.,, . . . 
0 0 
&I ~ 1) wx1, . . . . xm)’ 
On choisit alors C > 0 qui v&he (35’). On obtient: 
’ dx, . ..dx. 
(1~ or)K(x,. . . . . x,)‘ IlLI (xS) e 
(38) 
Posons alors: 
1 1+2u.(m- 1). 1 2(m- l)(l -IX) -= 
P 2m-1 ’ 4= 2m-1 . 
p et q sont deux reels positifs vtritiant l/p + l/q = 1. En posant 
C2 = CC’, , (38) nous donne: 
1 
IlP 
e 
vo 
I 
‘l4 
,(I-.,qKh . . . . . . r,) . 
Cependant clp < 1 et (1 - a)q < m(m - 1). En effet: 
(2m - 1)a 2m-1 2m-1 
ap=l+2a(m-l)=l/a+2(m-l)<l+2(m-1)=1 
et 
(39) 
m-112 m 
(1 -a)q=2:~~~)=--c- 
m-l m-l’ 
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Le lemme 12 nous dit alors que: 
et crp < 1 now donne, a partir de (39): 
Cette inegalite termine la demonstration des theoremes 4 et 4’. 
11 reste maintenant a prouver les lemmes que nous avons admis. 
Demonstration du lemme 13. Soit g E C’( U,\A,), G,-invariante, telle 
que &?g = 0. En calculant la matrice %Ig comme en (23), on obtient: il 
existe des constantes C,, k E { 1, . . . . m}, telles que: 
V(k,j)E({l,..., m})2, *=O, xl$=C,. 
ax, ax/ k 
Cependant en xk = 0, on l’a vu dans la demonstration du lemme 5, 
xk(ag/axk)l,,,O = 0. Ainsi, pour ke { 1, . . . . m}, Ck = 0 et g est une fonction 
constante. 
DPmonstration du lemme fondamental. Soit E E 10, l[. On peut con- 
struire sur V0 une mttrique de Kahler de la facon suivante. Soit 
t = 1 + x1 + . . . + x,. On considere une fonction plateau de la variable t 
qui vaut 1 sur un voisinage du point [ 1, 0, . . . . 0] &late et vaut 0 sur 
l’ensemble des points [l, zlr . . . . z,] tels que (z,, . . . . z,) appartienne a 
( lR:)“\(]O, ~/2[)~. On multiplie cette fonction plateau par une mttrique 
de Kahler, dont le potentiel est une fonction de t au voisinage de 
[ 1, 0, . . . . 01. On obtient une metrique kahlerienne au voisinage des autres 
points tclates par symttrie. On ajoute entin a la somme de toutes 
ces metriques la metrique usuelle sur P,,,(C). On obtient alors une 
metrique kahlerienne o, sur V,,. Soit 52, = Ricci(w,) E C,( V,,) et soit 
& = -Log(det w,) defini sur UO\A,. 52, est G-invariante et I(, v&lie (*a). 
Sur (CO, 1 I)“\( u-4 El I”, w, est exactement la metrique d’Einstein-KHhler 
de P,(C). 
Soit E E IO, l[, puisque Q E C,( VO), Q = #K et aaK, sont homologues. 
Soit alors g, E C “( V,), G,-invariante, telle que: ZI(K- K, - g,) = 0. 
D’apres le lemme 13, K-K, - g, est une constante et il existe f, E C “( V,) 
vtrifiant (*b). Le lemme fondamental est done dtmontre. 
580/106/l-13 
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Dtmonstration de la proposition 5. Montrons tout d’abord que le lemme 
8 reste valable sur I’,. En reprenant la demonstration du lemme 8, on peut 
dtlinir sur I’, la fonction M que l’on avait dtlinie sur p,(C). M est encore, 
sur V,, une fonction positive croissante et la relation (28) est toujours 
valable sur V,: 
m-l d(K+cp) 
= ,c, zk axk (z,, ...T %)+2 “‘y cp) (z,, . ..) z,). m 
Le point [l, z,, . . . . z,] considere dans (28) n’est pas un point &late car 
z, = 1. Ainsi, d’aprbs le lemme fondamental, il existe E E 10, l[ tel que K, 
soit egal au potentiel de la metrique usuelle de F’,(C) au voisinage de 
CL Zl, “‘3 zm]. On a alors, en ce point, la relation (28”): 
Cependant K + q = K, + f, + q et (f, + cp) Ctant G-invariante elle verilie 
la relation (28’). Les relations (28’) et (28”) nous donnent M(l/&) = 
(m + 1). Le reste de la demonstration du lemme 8 reste valable sur V,, et 
le lemme 8 est verilie sur V,,. 
Le lemme 9 lui aussi reste valable sur I’,,. En effet soit (yi, . . . . JJ,,J E 
(IO, 11)“. On choisit la encore E E 10, 1 [ tel que K, soit Cgal au potentiel 
de la mttrique usuelle de p,(C) au voisinage de [ 1, y,, . . . . y,]. Comme 
(f, + cp) est G-invariante on a la relation (30): 
- W+ CP)(Y~ >...T Y,) 
= -K,( yl, . . . . YJ-(.f&+cp) $...,~ 
( > 
=-Kc ‘h 
( 
Y”)-(f:+~)(I.~,....~)-(m+l)Logy, 
Y*’ Yl’ .‘.’ Yl 
= -(K+ cp) $, f, . . . . F 
> 
-(m+l)Logy,. 
Le lemme 9 ne resultant que de (30) et du lemme 8, il est verilie sur VO. 
Le lemme 10 reste done valable sur I/,. Prouvons maintenant que la 
proposition 4 reste valable sur VO. On peut toujours y delinir la fonction 
N qui reste positive strictement croissante. 11 faut calculer N( 1) pour 
V,. Mais on voit dans la preuve de la proposition 4 que la valeur N( 1) ne 
depend que de M(l/&) d ans le lemme 8. On obtient done encore pour 
VO: N( 1) = m. La proposition 4 reste done valable pour V0 et la proposi- 
tion 5 est demontree. 
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Demonstration du lemme 12. Soit /? E [0, m/(m - l)[, soit K le potentiel 
de Kahler de Q detini sur U,\d,. De plus 52, est une mttrique de Kahler 
sur V,, et -&? Log(det Q,) E C,( V,). Soit FE Cm( VO), GO-invariante, 
telle que: 8(K + Log(det Q,) - F) = 0. D’aprbs le lemme 13, K + 
Log(det 0,) - F est une constante et: 
3C>O VXE U,\A,, -K(x) d C + Log(det Q,)(x). 
Ainsi pour prouver le lemme 12, c’est a dire: 
I 
f s 
1 dx , , . . . . dx,,, . . 
0 
o eBKh,...,x,) < +m, 
il suflit de prouver: I s I . . . o1 (det Qo)B (x1, . . . . x,) dx, --.dx, < +CO. 0 (40) 
Cependant (det Q,) est borne sur tout ferme de ([0, 11)“’ ne contenant 
pas le point [l, 0, . . . . 01. Prouvons que (det 52,) = O(t’ -“) au voisinage de 
c 1, 0, -.., Ol, t = c;=, xk. (*) nous donne une expression explicite de $2, 
sur U,\A,. Caiculons expiicitement det 52, et ensuite cherchons en un 
equivalent en (0, . . . . 0). 
det 52,(x,, . . . . x,) 
oti Vk E { 1, . . . . m}, ak= 1 +t-xk, oh tl = [l/t + c;= 1 ( l/tlk)] -l, et oti B = 
[l/t* + CZ, (l/a:)] -l/*. On obtient done, au voisinage de (0, . . . . 0): 
det Q,(x,, . . . . x,) = 
1 Xl 
;-;r+W) 
-Y+O(l) . ..$>+O(l 
1 =- 
tm 
1 -T+O(t) 
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Cependant tous les Clkments de ce dernier dtterminant sont born& au 
voisinage de (0, . . . . 0). En utilisant la multilinkaritk du dkterminant, on 
obtient: 
det L&(x,, . . . . x,) = i 
Or: 
1-y 
d,(X,) .,.) x,) = ; 
ZlZm -- 
I t 
.1+ 
En soustrayant alors les lignes entre elles: 
1 1 
Xl t 
1 1 1 
t -XI?4 
--- 
XI x2 
1 1 
0 --- 
x2 x3 
. 0 
: 
0 
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obtenu en developpant par rapport a la premiere colonne. Une recurrence 
simple now donne: 
d&l 3 Gl)=~l(xm)- 
x1 + ... +x,-, = . . . . 0. t (41’) 
En comparant avec (41) et (41’) on obtient: 
detQ,(x,,...,x,)=O(t’-“). (41”) 
(det 52,) &ant borne sur tout ferme ne contenant pas [l, 0, . . . . 01, (41”) 
nous donne: 
3c>o, vx,, . ..> -%J~ (IO, ll)“, 
(det Q,)(x,, -., x,W(l +&J, 
(40) sera done prouvee d&s que l’on aura demontre 
1 
J J 1 dx 1, . . . . dx,,, . . p- l)B < +oo 0 0 (42) 
od /?(m - 1) cm. Le lemme 12 &ant un corollaire de (40), il ne reste done 
plus qu’a prouver (42). Si nous prouvons (42) pour /? tel que: (m - 1) < 
/l(m - 1) cm, cela est suffisant car nous traitons alors le cas le plus 
litigieux. Posons y = B(m - 1) et supposons (m - 1) < y < m. 
J 
1 
try dx,= 
0 
--&(x* + ‘.. +xmpl)‘-‘. 
Par recurrence on obtient, pour 1 <k d m: 
et: 
1 
J J 
1 
. . . try dxk . ..dx. 
0 0 
m-k+: 
< n (y-p (x,+ ... +Xk-,pk+l)-y 
j= 1 
I 
J J 
1 
. . . 
0 0 
t-‘dxl ...dx,<mfil (y-j)-’ J; xy-I)-‘dx, 
,=l 
m-1 
$(m-y)-',~l (y--j)-'< +co. 
Ceci achtve les demonstrations du lemme 12 et de tous les resultats 
annoncts dans cet article. 
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